
２０１９年３月 ＥｌｅｃｔｒｉｃＰｏｗｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ 第３８卷　第２期

一种基于图形处理器加速的批量 ＬＵ分解算法
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摘　要：潮流计算是电力系统计算的基础，其核心是ＬＵ分解计算，因此电力系统潮流计算加速的关键在于 ＬＵ分
解加速。当前，基于中央处理器（ＣＰＵ）的并行算法已经成熟，性能提升空间有限。图形处理器（ＧＰＵ）作为协处理
器，在科学计算方面具有强大的优越性，被广泛应用到电力系统潮流计算中。文中首先分析了ＧＰＵ结构和并行运
行架构，然后介绍了ＬＵ分解原理，并选择了合适的矩阵排序算法和稀疏矩阵存储模型，借助统一计算设备架构
（ＣＵＤＡ）编程模型实现了基于ＧＰＵ的单个ＬＵ分解和批量 ＬＵ分解并行加速，最后在仿真设备上测试了５个不同
的案例，对比分析其并行算法的加速效果。仿真测试结果表明，基于ＧＰＵ的批量稀疏ＬＵ分解并行算法，平均可以
获得２５～５０倍的加速效果。
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０　引言

电能是涉及国计民生的基础性资源，随着电网

的发展，其规模逐步扩大，结构更加复杂，电能安全

和稳定性等问题面临严峻挑战。电力系统潮流计

算是电力系统分析的基本运算，计算过程本质上可

归结为对大规模稀疏矩阵的求解，研究如何提高潮

流计算速度具有重要意义。潮流计算算法大致有

牛顿拉夫逊法、ＰＱ分解法和高斯赛德尔迭代法，
传统电力系统潮流计算以牛顿拉夫逊法为主［１—３］。

求解方法主要有直接法
［４—６］
和迭代法

［７—８］
两种。迭

代法相较于直接法更适合并行计算，但是其不稳定

的特征容易导致出现收敛速度慢甚至不收敛等问

题，而且精度要求高时迭代次数明显增加。

文中求解的是规模小于一万阶的矩阵，可采用

精确度较高的直接法。基于直接法时，降低其算法

复杂度、提高计算效率和精度的关键在于 ＬＵ分解
算法的并行加速

［９］。随着多核中央处理器（ＣＰＵ）
的迅速发展，基于多核并行加速的研究逐渐展开。

文献［１０］与文献［１１］分别针对大规模潮流计算和
三相不平衡配电网潮流计算的特征，以牛顿法为基

础，提出了一种共享存储模式下对称多核并行计算

方法。文献［１２］提出了一种快速求解大规模安全
约束最优潮流问题，利用多核计算机多线程编程实

现算法并行加速。但是基于多核 ＣＰＵ并行潮流计
算算法性能已经成熟，算法性能提升空间不大。

图形处理器（ＧＰＵ）作为协处理器，有着ＣＰＵ所
不具备的多执行单元、大内存带宽和低成本等有利

因素，性能大幅提升以及可编程性使其在电力行业

的应用越来越广泛
［１３］。文献［１４］提出了一种基于

道路树分层的稀疏矩阵处理方法，并利用统一计算

设备架构（ＣＵＤＡ）在 ＧＰＵ上并行加速。ＧＰＵ性质
类似流处理器，适合一次进行大量相同的工作，对

于不能高度并行化的工作，ＣＰＵ更具优势。算法若
对ＣＰＵ与ＧＰＵ进行任务划分，采用异构系统实现
ＬＵ分解加速，将具有很高的工程应用价值［１５—１７］。

针对潮流计算特性和ＧＰＵ并行加速的特点，文
中建立了一种基于 ＧＰＵ并行加速的批量 ＬＵ分解
算法，主要应用在潮流计算当中，考虑了矩阵预处

理和批量ＬＵ分解加速等问题，最后采用 ＣＰＵ＋ＧＰＵ
异构系统在仿真平台上测试了５个不同算例，对比
分析并行算法的加速效果。

１　ＧＰＵ与并行计算技术

协处理器ＧＰＵ的设计目标是在单位面积上实
现极高的存储器带宽以及超强的运算能力，因此

ＧＰＵ含有大量的执行单元，运行大量相对简单的线
程，这些线程类型高度统一且相互无依赖。若当前

线程在等待数据，可先处理另一个已就绪的待处理

线程，缓冲隐藏度较高。ＧＰＵ的性质类似于流处理
器，比较有弹性，擅长逻辑控制、串行的运算，可以

同时进行变化较多的工作。程序运算平台 ＣＵＤＡ
的程序线程结构如图１所示［１８］。

　　ＣＵＤＡ程序线程模型包含了两个并行逻辑层：

７５



图１　ＣＵＤＡ程序线程结构
Ｆｉｇ．１　ＣＵＤＡｐｒｏｇｒａｍｔｈｒｅａｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

块（Ｂｌｏｃｋ）层和线程（Ｔｈｒｅａｄ）层。在执行时，Ｂｌｏｃｋ
映射到流多处理器，Ｔｈｒｅａｄ映射到流处理器。

２　ＬＵ分解数学模型

电力系统潮流计算本质上是形如 Ａｘ＝ｂ的方程
式中对矩阵Ａ的求解，目前潮流计算方程的阶数通
常都在几千阶，直接法求解的可行性较高。潮流计

算核心的部分是 ＬＵ分解，基于 ＧＰＵ加速的潮流算
法主要就是在ＬＵ分解部分进行加速。ＬＵ分解后，
Ａｘ＝ｂ可以用ＬＵｘ＝ｂ表示，其中ＬＹ＝ｂ，Ｙ＝Ｕｘ，则：

第１次填充：
Ｕ１ｊ＝Ａ１ｊ　ｊ＝１，２，．．．，Ｎ （１）
Ｌｉ１＝Ａｉ１／Ｕ１１　ｉ＝１，２，．．．，Ｎ （２）

第ｒ次填充：

Ａｒｊ＝∑
ｒ－１

ｋ＝１
ＬｒｋＵｋｊ＋Ｕｒｊ （３）

由上式可得：

Ｕｒｊ＝Ａｒｊ－∑
ｒ－１

ｋ＝１
ＬｒｋＵｋｊ （４）

Ｌｉｒ＝
Ａｒｊ－∑

ｒ－１

ｋ＝１
ＬｉｋＵＫｒ

Ｕｒｒ
　ｉ＝ｒ＋１，ｒ＋２，．．．，Ｎ（５）

由式（４）可得，Ｕ矩阵中第ｒ行ｊ列元素的值是
Ａ矩阵中ｒ行ｊ列元素减去两个向量的积。其中一
个向量是Ｕ矩阵中第ｊ列的１至 ｒ个元素组成的列
向量，另一个是Ｌ矩阵中第 ｒ行的 １至 ｒ个元素组
成的行向量。同理可得 Ｌ矩阵 ｉ行 ｒ列元素，如式
（５）所示。

３　ＬＵ分解并行算法的实现

根据ＬＵ分解的基本原理，结合 ＣＰＵ擅长逻辑
运算、ＧＰＵ擅长高密度运算的特点，设计了适用于
ＧＰＵ并行计算平台的批量 ＬＵ分解基本步骤，如图
２所示。

ＧＰＵ具有共享内存的众核结构，且拥有更高的

图２　批量ＬＵ分解流程
Ｆｉｇ．２　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｂａｔｃｈＬＵｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

内存带宽，满足该算法对共享内存的要求，具有更

高的可行性。考虑到 ＧＰＵ擅长的是逻辑简单并行
化较高的任务，故而把逻辑复杂、且为单线程的任

务放在ＣＰＵ上执行［１９］。

３．１　预处理模块
基于ＧＰＵ的单个ＬＵ分解加速性能毕竟有限，

要想充分利用ＧＰＵ的并行处理能力，还需要进一步
地并行化分析，即批量ＬＵ分解。

数据在进行批处理之前首先要经过统一的数

据预处理，有以下３个步骤：
（１）利用按行压缩存储格式（ＣＳＲ）对待处理的

大型稀疏矩阵进行压缩处理；

（２）通过近似最小度算法（ＡＭＤ）进行矩阵排
序，交换待处理矩阵 Ａ的行和列，以减少填入操作
来降低运算量；

（３）利用 Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法对待处理矩阵 Ａ进
行符号分解来形成消去树，通过确定矩阵 Ａ的稀疏
结构来确认ＬＵ分解过程中非零元素填充位置。
３．１．１　稀疏矩阵的存储

电力网络的特点决定了潮流计算过程中会出

现大量稀疏矩阵，待求解矩阵含有大量零元，容易
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造成存储空间的浪费
［２０］。专门针对大型稀疏矩阵

的存储方法有很多，常见的存储格式有 ＣＳＲ格式
（见图３）和坐标表示存储格式（ＣＯＯ）。

图３　ＣＳＲ存储格式
Ｆｉｇ．３　ＣＳＲｓｔｏｒａｇｅｆｏｒｍａｔ

ＣＯＯ格式最简单，但需要记录的信息较多，每
个三元组自己可以定位，因此空间不是最优。ＣＳＲ
由数值（ｖａｌｕｅｓ）、列号（ｃｏｌｕｍｎｉｎｄｉｃｅｓ）和行偏移量
（ｒｏｗｏｆｆｓｅｔｓ）来表示，是整体编码的方式而不是三元
组。其中，“行偏移量”是指矩阵中非零元素的起始

偏移位置。相对于 ＣＯＯ格式，ＣＳＲ格式原理简单、
压缩效果好，是一种很有效的存储方案，因此文中

采用ＣＳＲ格式。
３．１．２　矩阵排序算法

在数据预处理模块中，将待处理矩阵进行重排

序，可以减少填入操作来降低运算量。比较常见的

算法有 ＡＭＤ算法、反向 ＣｕｔｈｉｌｌＭｃＫｅｅ排序算法
（ＲＣＭ）以及列近似最小度排序算法（ＣＯＬＡＭＤ）。
根据各种算法的特性，文中选择的是基于外部程度

近似的ＡＭＤ算法，算法速度比其他最小度算法快，
而且通常会产生更好的排序，与其他排序算法相比

最具竞争力。

ＡＭＤ算法通过减少带状系统（矩阵）的带宽，
在预处理阶段为大型并行计算减少内存占用。算

法处理的矩阵必须是对称矩阵，首先要将矩阵 Ａ对
称化，先求出 Ａ＋ＡＴ。经 ＡＭＤ排序算法处理后，可
得矩阵Ａ的对称最小度排列向量Ｐ，可极大降低ＬＵ
分解过程中对对称矩阵 Ｐ（Ａ＋ＡＴ）ＰＴ注入非零元的
操作。

３．１．３　Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法
根据矩阵元素的分布形式及其不同的乘法法

则，可以将基于 ＧＰＵ加速的 ＬＵ分解划成多种形
式，常见的有Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法和Ｒｉｇｈｔｌｏｏｋｉｎｇ算法。
Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法和Ｒｉｇｈｔｌｏｏｋｉｎｇ算法的不同之处在
于：Ｒｉｇｈｔｌｏｏｋｉｎｇ算法元素计算过程中不存在依赖
关系；Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法每次迭代计算，部分计算数据
来自当前列左边部分元素，迭代计算过程中各列相

互影响，这种依赖关系可由消去树分层表示。

Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法的程序和运算示意如图 ４所

示，矩阵的绿色网格区域元素为待消去运算元素，

灰色区域元素为待归一运算元素，只有灰色区域

（当前列）归一运算完成之后绿色区域才能进行消

去运算。

图４　Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法
Ｆｉｇ．４　Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ算法较强的数据依赖性使其并行化
有些困难，并且数据间的高依赖性使其只能高效运

行在共享内存的计算设备上，这种依赖特性一方面

限制了不同层次间的数据处理无法同时进行，另一

方面也说明了同一层次的列之间没有依赖关系。

因此，同一层次内可以实现并行处理运算，尤其针

对大规模电力网络，由于支路总数远远大于层次

数，分层更能够发挥并行运算的优势，提高了计算

速度。

３．２　批量ＬＵ分解
基于ＧＰＵ并行加速的 ＬＵ分解模块非常重要，

但是基于 ＧＰＵ加速的单个 ＬＵ分解并行度毕竟有
限，ＧＰＵ大量的处理单元得不到有效利用，而批处
理ＬＵ分解具有良好的加速效果，可以获得更高的
并行度。

图５　８阶矩阵的并行性分析
Ｆｉｇ．５　Ｐａｒａｌｌｅｌｉｓｍａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｎ８ｏｒｄｅｒｍａｔｒｉｘｃａｓｅ

以图 ５所示的简单 ８阶稀疏矩阵为例来研究
ＬＵ分解的并行化方法。由上文可知，稀疏 Ｌｅｆｔ
ｌｏｏｋｉｎｇＬＵ分解中各列的更新操作的依赖性是由上
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三角矩阵Ｕ的稀疏结构决定的，及矩阵符号分解后
的稀疏结构。

图５（ａ）中已经标明了矩阵的原始非零元以及
注入元的位置，可用消去树来描述矩阵 Ｕ所含的依
赖关系，通过消去树指引消去过程。

图５（ｂ）中，消去树中 Ｌｅｖｅｌ１中的列 １指向
Ｌｅｖｅｌ３中的列４，这表明，列４的数据更新依赖于列
１，则称节点４是节点１的“父节点”，且是唯一的一
个“父节点”，对应节点１是节点４的“子节点”，但
不是唯一的一个，因为节点４的子节点还有 Ｌｅｖｅｌ２
中的节点３。由此可以得出节点 ｉ的父节点 ｊ应满
足如下范围：

ｊ＝ｍｉｎｋ＝ ｕｉｋ≠０，１≤ｉ≤ｋ≤ｎ{ } （６）
式中：ｕｉｋ为上三角矩阵 Ｕ中的元素；ｎ为矩阵 Ｕ的
阶数。

无子节点的节点放在消去树的Ｌｅｖｅｌ１中，对于
有子节点的节点所在层的层号则满足：

ｄｊ＝ｍａｘｄｉ ｉ∈Ｍ{ } ＋１ （７）
式中：ｄｉ为ｉ节点的层号；Ｍ为节点 ｊ对应的所有子
节点构成的集合。

消去树分层的目的在于找出互相没有依赖关

系的节点（同一层上节点无依赖关系），矩阵在进行

消去操作时节点不互相影响，故这些节点的消去操

作可以在ＧＰＵ上并行处理，增加并行度。
批处理ＬＵ分解方法来求解一组相似的稀疏线

性方程组 Ａｉｘｉ＝ｂｉ（ｉ＝１，２，…），并行化的前提条件
是每个稀疏矩阵 Ａｉ具有相同或者相近的稀疏结构
且数值上的差异不大。

文中在设计批处理ＬＵ分解时遵循了以下几个
原则：

（１）统一预处理格式。由于在 ＬＵ分解过程
中，所有待处理的稀疏矩阵 Ａｉ使用的都是相同的消
去树，因此都要使用统一的稀疏格式以获得统一的

非零元结构。出于同样的考虑，预处理模块也是如

此，必须使用统一模块。

（２）批量处理。如图５所示，Ｌｅｖｅｌ１有３个节
点可以并行处理，而Ｌｅｖｅｌ３、Ｌｅｖｅｌ４、Ｌｅｖｅｌ５仅有一
个节点，并行度很低，基于 ＧＰＵ加速的单个 ＬＵ分
解在这阶段类似完全串行，而在批量处理结构中，

有多个 ＬＵ分解子任务中同时进行，大大增加了
Ｌｅｖｅｌ３—Ｌｅｖｅｌ５节点更新操作的并行度。

（３）合并访问。ＧＰＵ有着多层存储空间，每次
进行数据更新操作需要访问多个存储空间。批处

理数量较少时，ＧＰＵ数据处理速度极快而获取数据
缓慢，这大大降低了执行效率；随着批处理数量增

加，采用合并访问思想，可大幅提升访问效率，ＧＰＵ
并行处理效率得以有效提升。

基于ＧＰＵ的批处理操作可以并行处理多个ＬＵ
子任务，以上文８阶稀疏矩阵 ＬＵ分解算法为例，其
算法设计如图 ６所示。在同一层内的列 １、列 ２和
列５之间没有依赖关系，因此可以实现并行运算。

图６　稀疏批处理ＬＵ算法设计
Ｆｉｇ．６　Ｓｃｈｅｍｅｄｅｓｉｇｎｏｆｓｐａｒｓｅ
ｂａｔｃｈＬＵｓｏｌｖｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　算例分析

文中使用的仿真平台配置的 ＣＰＵ型号为 Ｉｎｔｅｌ
Ｅ７２００，ＧＰＵ为ＧｅＦｏｒｃｅ９５００ＧＴ，利用ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ
２０１５＋ＣＵＤＡ９．１，实现了基于ＣＰＵ的单个ＬＵ分解
和基于ＧＰＵ的单个及批量 ＬＵ分解。测试算例基
本信息如表１所示，批处理 ＬＵ分解加速性能测试
结果如表２所示。

表１　算例基本参数信息
Ｔａｂｌｅ１　Ｂａｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｓ

算例 名称 节点数 支路数 发电机数

１ ＩＥＥＥ３００ ３００ ４１１ ６９

２ 江苏电网 １０７９ １８３０ １５３

３ Ｃａｓｅ２３８３ｗｐ ２３８３ ２８９６ ３２７

４ 华北电网 ４２７３ ６２６６ ９６１

５ Ｃａｓｅ９２４１ｐｅｇａｓｅ ９２４１ １６０４９ １４４５

　　其中，Ｓｂ表示批处理数量，Ｓｂ＝１表示单个 ＬＵ
分解，表内数据表示不同算例批量处理 Ｓｂ个任务的
总耗时。为了方便对比同规模算例的加速效果，用

耗时比上批处理数量，即平均耗时来比较，如图７所
示，虽然总耗时随批处理数量的增大而增大，但平

０６



表２　批处理ＬＵ分解耗时
Ｔａｂｌｅ２　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｂａｔｃｈＬＵｓｏｌｖｅｒｍｓ

Ｓｂ
分解耗时

算例Ⅰ 算例Ⅱ 算例Ⅲ 算例Ⅳ 算例Ⅴ

１ ０．３１ ０．７４ １．６４ １．２５ ５．４６

３２ ０．３３ ０．７８ １．７１ １．３０ ５．９０

６４ ０．３３ ０．８２ １．８４ １．４５ ６．５８

１２８ ０．３５ ０．８９ ２．０７ １．７４ ８．３０

２５６ ０．３７ １．０４ ２．６３ ２．２４ １２．５４

５１２ ０．４５ １．３７ ４．５７ ３．６３ ２２．５０

１０２４ ０．６５ １．９９ ８．７０ ６．５０ ４３．００

２０４８ １．１４ ３．４０ １６．７０ １２．４０ ８３．９０

均耗时呈下降趋势，表明了并行算法的优越性。

图７　批处理不同规模ＬＵ分解平均耗时
Ｆｉｇ．７　Ａｖｅｒａｇｅｃｏｍｐｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆ
ｂａｔｃｈＬＵＳｏｌｖｉｎｇｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｚｅ

图中ｙ轴表示的是ＧＰＵ处理批量ＬＵ分解时单
个任务耗时，ｘ轴表示的是批处理数量。可以看出：
当批处理数量很小时，批处理平均耗时较长；随着

批处理数量的增加，平均耗时直线下降，优越性逐

渐显现；当批处理数量进一步增多到一定程度，批

处理平均耗时趋于平稳，并行处理进入饱和阶段。

为了进一步证明ＧＰＵ的并行加速效果，根据表
２绘制对比图，如图 ８所示。图 ８（ａ）为 ＣＰＵ串行
ＬＵ分解耗时与 ＧＰＵ批处理量为 ６４的平均耗时对
比图，可以看出批处理 ＬＵ分解 ＧＰＵ加速性能的绝
对优势；图８（ｂ）为批处理数量为６４和１０２４时平
均耗时对比图，可以看出批处理规模越大，ＧＰＵ并
行加速效果越明显。

为了进一步分析算法的并行加速效果，方便

ＣＰＵ串行处理速度和 ＧＰＵ批量处理平均速度的对
比，定义加速比：

Ｓ＝ｔ１／ｔ２ （８）
式中：ｔ１为在ＧＰＵ批处理并行算法下运算一个任务
的平均耗时；ｔ２为基于 ＣＰＵ的算法下完成同一个任

务的耗时
［２１］。不同算例ＧＰＵ并行加速效果用加速

比如表３所示。

图８　ＬＵ分解耗时对比图
Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｉｎｇｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｃｈａｒｔ

ｏｆＬＵｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

表３　ＧＰＵ并行加速效果
Ｔａｂｌｅ３　ＧＰＵｐａｒａｌｌｅｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔ

算例
平均耗时

（Ｓｂ＝６４）／ｍｓ
耗时ＣＰＵ
／ｍｓ

Ｓ１
平均耗时

（Ｓｂ＝１０２４）／ｍｓ
Ｓ２

１ ０．００５１５６ ０．１７０９ ３３．１５ ０．０００６３５ ８．１２

２ ０．０１２８１３ ０．３６３４ ２８．３６ ０．００１９４３ ６．６０

３ ０．０２８７５０ １．０１９８ ３５．４７ ０．００８４９６ ３．３８

４ ０．０２２６５６ １．０５６７ ４６．６４ ０．００６３４８ ３．５７

５ ０．１０２８１３ ３．８６４７ ３７．５９ ０．０４１９９２ ２．４５

　　由表３可明显看出，在不同规模的算例下，ＧＰＵ
批处理ＬＵ分解并行加速效果十分明显，在批处理
数量为６４时，相对于基于ＣＰＵ分块ＬＵ分解算法求
得的结果，平均有２５～５０的加速效果，加速效果最
高可达 ４６．６４倍。仿真验证结果表明 ＧＰＵ并行加
速的可行性，尤其是在批处理方面加速效果明显，

在电力系统灵敏度分析等领域有着广阔的前景。

５　结论

针对电网的稀疏特性和ＧＰＵ的架构特点，文中
提出实现一种基于 ＧＰＵ并行加速的 ＬＵ分解算法，
主要应用在潮流计算当中。除了基于消去树的

Ｌｅｆｔｌｏｏｋｉｎｇ直接求解算法，充分利用了ＧＰＵ的大量
执行单元求解稀疏线性方程组。为了进一步减小
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算法复杂度，文中选择了算法速度更快的 ＡＭＤ排
序算法，并用 ＣＳＲ格式存储稀疏矩阵。在 ＬＵ分解
过程中，把逻辑复杂且为单线程的任务放在ＣＰＵ上
执行，所有逻辑简单并行化较高任务放在 ＧＰＵ上，
故而减少了数据在 ＣＰＵ和 ＧＰＵ之间的传输时间，
提高了算法的运行速度。仿真验证结果表明，基于

ＧＰＵ的批量稀疏 ＬＵ分解并行算法，相对于基于
ＣＰＵ分块ＬＵ分解算法，平均可以取得２５～５０倍的
加速效果，在电力系统潮流并行计算方面具有一定

的实用价值。
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