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摘　 要：介绍了高维随机矩阵数学基础，重点是马尔琴科－帕斯图定理和单环定理；阐述了高维随机矩阵应用于状
态评估的一般性方法，包括适用性条件、矩阵构造方法以及状态评估指标；讨论了单环定理的具体编程步骤；举了２
个应用场景为例，分别是电力设备状态评估和电网运行状态评估。仿真结果表明，高维随机矩阵可用于评估系统
状态，通过状态评估指标能有效反映出电力设备的健康状态和电网运行的故障状态。
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０　 引言
元素为随机变量的矩阵称为随机矩阵，最初源

于数理统计研究，经过数十年发展，随机矩阵理论
逐步完善。２０世纪５０年代，物理学家Ｗｉｇｎｅｒ证明
了半圆律［１－２］。１９７６年，马尔琴科和帕斯图证明了
马尔琴科－帕斯图（ＭＰ）定理［３］。目前，随机矩阵
理论已应用于核物理、多元统计、无线电通信、经济
学、生物学等领域［４－１０］。近两年，电力数据分析引入
了大数据方法［１１－１５］，高维随机矩阵作为一种处理工
具，也开始崭露头角。

文献［１６］首次用高维随机矩阵对电网运行数
据进行建模分析。文献［１７—１８］在此基础上，着重
研究了高维随机矩阵在负荷关联分析的应用。文
献［１９］研究了高维随机矩阵在广域量测数据异常
检验方面的应用。文献［２０］研究了使用高维随机
矩阵方法评估变压器运行健康状态，并将其与传统
方法进行了比较。

虽然高维随机矩阵理论在状态评估方面的研
究文献较多，但在基础性方面还不完善：（１）没有描
述高维随机矩阵的适用性；（２）评估判据指标只有
平均谱半径（ｍｅａｎ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｒａｄｉｕｓ，ＭＳＲ）；（３）数据
处理步骤复杂。文中在现有研究成果的基础上，提
炼了高维随机矩阵的应用条件，阐述了应用方法，
提出了另２个状态评估指标量，讨论了单环定理的
编程步骤，以电力设备健康状态评估和电网运行状
态评估为例进行了应用仿真。

１　 高维随机矩阵数学基础
高维随机矩阵理论属于多元统计学研究领域，

极限谱分布是其重要研究内容，以下介绍与状态评
估密切相关的２个重要谱分布［２１－２４］。
１．１　 马尔琴科－帕斯图定理

令随机矩阵Ｘ ＝（ｘｉｊ）ｎ×ｍ ，矩阵Ｘ任意列中的元
素ｘｋｊ（ｋ ＝ ｉ，ｊ ＝ １，２，…）是均值为０，方差为σ ２的独
立同分布随机变量，则矩阵Ｘ的样本协方差矩阵定
义为：

Ｓ ＝
１
ｎ － １∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ｘｋ － 珋ｘ）（ｘｋ － 珋ｘ）Ｈ （１）

式中：ｘｋ为矩阵Ｘｎ的第ｋ列。在一般情况下，矩阵
Ｘｎ的样本协方差也可以简单定义为：

Ｓｎ ＝
１
ｎ
ＸＸＨ （２）

式中：Ｓｎ为Ｗｉｓｈａｒｔ矩阵。当ｍ ／ ｎ→ ｃ∈（０，#），Ｓｎ
的极限谱分布依概率收敛到概率密度函数为式（３）
的谱分布函数，简称为ＭＰ律，且当σ ２ ＝ １时，称为
标准ＭＰ律。

ｆｃ（ｘ）＝
１

２πｃσ ２ｘ
（ｂ － ｘ）（ｘ － ａ槡 ）　 ａ≤ ｘ≤ ｂ

　 　 　 　 ０　 　 　 　 　 　 　 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ{
（３）

式中：ａ ＝ σ ２ （１ －槡ｃ）２，ｂ ＝ σ ２ （１ ＋槡ｃ）２。在实际
状态评估应用中，一般考虑０ ＜ ｃ ＜ １。
１．２　 单环定理

假设随机矩阵Ａ ＝ （ｘｉｊ）ｎ×ｎ 可以分解为Ａ ＝
ＰＴＱ，其中Ｐ和Ｑ为ｎ阶Ｈａａｒ酉矩阵，Ｔ是对角阵，
对角线元素是Ａ的奇异值。当满足一定的条件时，
矩阵Ａ的极限谱分布由其奇异值的概率测度唯一
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确定，且特征值在复平面上收敛到圆环，圆环的内
外半径分别为：

ｒｉｎ ＝ ( ∫ｘ－２ｖｄｘ ) －１ ／ ２

ｒｏｕｔ ＝ ( ∫ｘ２ｖｄｘ ) １ ／ ２{ （４）

式中：ｖ为矩阵Ａ的奇异值的概率测度。在实际应
用中，考虑矩阵Ａ＝ （ｘｉｊ）∈ Ｃｐ×Ｎ为非－Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩
阵，其元素为独立同分布的随机变量，且矩阵Ａ的
列向量满足均值为０、方差为１。对于Ｌ个矩阵Ａｉ，
定义矩阵乘积Ｚ为：

Ｚ ＝∏
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｕ，ｉ （５）

式中：Ａｕ，ｉ为Ａｉ的奇异值等价矩阵。将矩阵Ｚ标准
化为Ｚｓｔｄ，使其满足σ２（ｚｉ）＝ １ ／ Ｎ，则Ｚｓｔｄ的极限谱分
布依概率收敛到概率密度函数为式（６）的谱分布
函数。

ｆｄ（λ ｚ）＝
１
πｄＬ

λ ｚ
Ｌ ／ ２－２ 　 （１ － ｄ）Ｌ ／ ２ ≤ λ ｚ ≤ １

　 　 　 ０　 　 　 其他{
（６）

式中：λ ｚ 为特征值；ｄ为ｐ ／ Ｎ ∈ ｛（０，１］，ｐ，Ｎ →
#

｝。Ｚｓｔｄ的特征值在复平面的分布是一个圆环，内
环半径为（１ － ｄ）Ｌ ／ ２ ，外环半径为１。
２　 高维随机矩阵应用方法
２．１　 适用条件

一般来说，表征系统状态的可测状态参量有Ｎ
个，假设分别为｛Ｐ１，Ｐ２，…，ＰＮ｝，可测是指可以直
接或间接测量。现对可测状态参量Ｐｉ（ｉ ＝ １，２，…，
Ｎ）与系统状态的关系作如下３个一般性假设。

（１）理想状态下，Ｎ个可测状态参量保持基本
恒定不变，仅在均值水平附近正态随机波动，且这
种随机波动过程是平稳的，则第ｉ个状态参量在任
意时刻的测量值ｐｉｍ为：

ｐｉｍ ＝ μ（ｐｉ）＋ ε ｉ （７）
式中：μ（ｐｉ）为第ｉ个可测状态参量的均值水平；ε ｉ
为第ｉ个可测状态参量的随机波动量；波动量应满
足μ（ε ｉ）＝ ０，σ ２（ε ｉ）＝ ｃｏｎｓｔ（ｃｏｎｓｔ为常量）。

（２）若第ｉ个可测状态参量的测量值出现异常
波动，不再是平稳正态随机波动，即μ（ε ｉ）≠ ０或
σ ２（ε ｉ）≠ ｃｏｎｓｔ，则怀疑该系统的状态存在变化。

（３）若有多个可测状态参量出现（２）所描述的
情况，则有更加充分的理由怀疑系统状态发生了
变化。

需要说明的是，当应用条件不满足上述基本假

设条件时，可以对可测量进行适当变换。例如，在
文献［１９］中，对变压器各状态参量的测量数据用
ＡＲ（１）、ＡＲＭＡ（１，１）等低阶模型拟合，再求残差序
列，用残差值构建高维随机矩阵。
２．２　 高维矩阵构建方法

假设在状态评估时间窗内，对系统的Ｋ个可测
状态参量测量Ｔ次，则在截取的时间窗内，所有测量
数据可以构成Ｋ行Ｔ列矩阵：

Ｄ ＝

ｘ１１ ｘ１２ …ｘ１Ｔ
ｘ２１ ｘ２２ …ｘ２Ｔ

ｘＫ１ ｘＫ２ …ｘＫＴ













 Ｋ×Ｔ

（８）

式中：矩阵Ｄ的元素ｘｉｊ表示第ｉ个可测状态参量在
ｊ时刻的测量值。当Ｋ和Ｔ充分大，并且Ｋ和Ｔ是同
一数量级时，矩阵Ｄ是一个高维随机矩阵。对矩阵
Ｄ进行标准化，使标准化之后的矩阵Ｄｓｔｄ ＝ （ｙｉｊ）Ｋ×Ｔ
满足：

μ（ｙｉ）＝ ０
σ ２（ｙｉ）＝ １{ （９）

式中：ｙｉ ＝（ｙｉ１，ｙｉ２，…，ｙｉＴ），１≤ ｉ≤Ｋ，则矩阵Ｄｓｔｄ一
般为非－Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵。当Ｋ，Ｔ→#

且Ｋ ／ Ｔ→ ｃ时，
矩阵Ｄｓｔｄ满足如下性质：（１）样本协方差矩阵的极
限谱分布满足标准ＭＰ律；（２）奇异值等价矩阵通
过Ｈａａｒ酉矩阵变换得到的标准化乘积矩阵应满足
标准单环定理。

可以通过检验Ｄｓｔｄ是否满足上述性质来评估设
备或系统的可测状态参量是否发生异常波动。为
了检验Ｄｓｔｄ是否偏离上述性质，需要选择合适的统
计量作为评估判据指标。
２．３　 评估判据指标
２．３．１　 谱分布概率密度函数相似度判据

假设正常状态时，由状态量测量值构成的随机
矩阵的样本协方差矩阵为Ｓ１，Ｓ１的特征值分布概率
密度函数为ｆ１（ｘ）。当状态发生变化时，其状态量
测量值构成的随机矩阵的样本协方差矩阵为Ｓ２，Ｓ２
的特征值分布概率密度函数为ｆ２（ｘ）。显然，状态
变化前后的Ｓ１和Ｓ２有差异，对应的ｆ１（ｘ）和ｆ２（ｘ）
也会有差异。因此，可以将ｆ１（ｘ）和ｆ２（ｘ）的差异程
度作为状态变化的定量评估判据指标。

设有２个概率密度函数ｆ１（ｘ），ｘ ∈ ［ｂ１，ｈ１］和
ｆ２（ｘ），ｘ∈［ｂ２，ｈ２］，定义概率密度函数的差异程度
υ为：

υ ＝ ∫
Ｈ

Ｂ
ｆ１（ｘ）－ ｆ２（ｘ）ｄｘ （１０）

式中：Ｂ ＝ ｍｉｎ（ｂ１，ｂ２），Ｈ ＝ ｍｉｎ（ｈ１，ｈ２）。υ越小表
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示２个概率密度函数的差异越小。在实际应用中，
可以将ｆ１（ｘ）和ｆ２（ｘ）分别与标准ＭＰ律求差异度，
再比较两个差异度的大小。
２．３．２　 特征值线性统计量判据

正常状态下，服从单环定理的特征值会均匀分
布在圆环内，若状态发生异常变化，特征值分布会
随之变化，分布不再均匀，导致圆环的形态改变。
因此，可以使用特征值的分布环半径以及分布集中
程度作为状态是否变化的评估判据指标，通常用矩
统计量表征。

假设随机变量的一个样本为Ｘ ＝ ｛Ｘ１，Ｘ２，…，
Ｘｎ｝，则该样本的ｋ阶中心矩α ｋ为：

α ｋ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
［Ｘｉ － Ｅ（Ｘ）］ｋ （１１）

式中：Ｅ（Ｘ）为样本期望。同理，可以定义样本的ｋ
阶原点矩β ｋ为：

β ｋ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ）ｋ （１２）

对于随机矩阵的ｎ阶样本协方差矩阵Ｓｎ×ｎ ，若
Ｓｎ×ｎ的特征值为λ ＝ ｛λ １，λ ２，…，λ ｎ｝，其一阶原点
矩的物理意义是平均谱半径，二阶中心矩的物理意
义是特征值距离平均谱半径的距离平方和。因为
特征值分布越集中，平均谱半径越大，所以可以采
用一阶原点矩β １和二阶中心矩α２作为状态评估判
据指标。
３　 单环定理编程步骤

单环定理编程步骤实际上也是高维测量数据
的处理方法，文献［１６—２０］已经进行了具体阐述，
但过程复杂。文中在上述文献的研究基础上，对编
程步骤作了进一步讨论。

依照单环定理的描述，在获得原始数据矩阵Ｘ
之后，应求取矩阵Ｔ，具有以下性质［２３－２４］：（１）是一
个对角矩阵；（２）对角线元素是矩阵Ａ的奇异值；
（３）矩阵Ａ是将Ｔ用２个Ｈａａｒ酉矩阵进行变换得
到。根据单环定理的描述，在使用数学工具如
Ｍａｔｌａｂ编程时，具体步骤如下：

（１）将ｎ个变量的测量数据ｘｉ（ｔｉ）按照时间顺
序排列，再分段截取构成待处理的原始高维矩阵Ｘ；

（２）用奇异值分解函数对原始矩阵Ｘ作奇异
值分解，得到对角矩阵Ｘｓｎｇ，该过程不依赖Ｈａａｒ酉
矩阵；

（３）生成２个标准Ｈａａｒ酉矩阵Ｕ和Ｖ，按照式
（１３）将Ｘｓｎｇ变换为矩阵Ｚｏｒｇ：

Ｚｏｒｇ ＝ ＵＸｓｎｇＶ （１３）

（４）将矩阵Ｚｏｒｇ按照式（９）标准化得到Ｚｓｔｄ，最
后再求Ｚｓｔｄ的特征值。

依照上述４个步骤，Ｚｓｔｄ的特征值分布呈标准的
单环。关于Ｈａａｒ酉矩阵的生成方法，可以参看文献
［２５］，矩阵Ｚｏｒｇ的标准化方法可以参看文献［１６—
２０］，在运算过程中，还要注意矩阵的行列数符合矩
阵运算条件。
４　 电力设备健康状态评估

电力设备健康状态往往由多个参量共同决定，
变压器的状态参量包括油中溶解气体、绝缘电阻、
介质损耗、油中微水等，断路器状态参量包括触头
电磨损、分合闸线圈电流、开断行程等。将这些状
态量的测量值，构建成高维随机矩阵，则可以通过
分析矩阵性质评估电力设备健康状态。

假设某电力设备的可测状态参量有３个，记为
Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３。在正常状态下，这３个可测状态量在其
均值附近随机波动。在某一时刻，由于状态发生恶
化，导致状态量Ｐ３出现异常（或者可测状态量Ｐ３出
现异常，导致状态恶化）。３个状态参量的测量数据
曲线如图１所示。

图１　 设备可测状态参量的数据曲线
Ｆｉｇ．１　 Ｍｅａｓｕｒｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄａｔａ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ

图中：信号幅值单位为１，采样数据一共为１０００
组，假设在第５００组采样点处状态量Ｐ３发生异常波
动，持续时间为５００组采样点。
４．１　 第一组数据仿真

数据取自图１中的１—５００组采样点，得到一个
３ × ５００矩阵，采用文献［２１］的矩阵扩充方法将矩阵
扩充为３００ × ５００矩阵。根据ＭＰ律和单环定理实
施方法，得到的仿真结果如图２所示。
４．２　 第二组数据仿真

数据取自图１中的５０１—１０００组采样点，参照
第一组仿真过程，得到的仿真结果如图３所示。

从２组仿真结果可以看出，第一组与第二组的
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图２　 第一组仿真结果
Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图３　 第二组仿真结果
Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

仿真结果有明显差异，具体表现在：（１）第二组仿真
结果出现了重大特征值，偏离ＭＰ律的程度变大；
（２）第二组仿真结果中特征值超出圆环内径，环内
的特征值分布更分散。若将２．３．１中的３个定量评
估判据指标记为Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３，分别计算两组仿真结果
的判据量化值，结果如表１所示。

表１　 评估判据指标计算结果
Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

判据 第一组数据 第二组数据
Ｊ１ ２．２１５ ４ １２．０５３ ８

Ｊ２ ０．８３０ ６ ０．６２７ ２

Ｊ３ ３．４２８ １ ８．８８４ ７

　 　 从表１可以看出，当设备或系统的可测状态量
数据出现异常时，判据量化值具有显著变化。第二
组数据的仿真结果与第一组相比：（１）Ｊ１变大，说明
第二组数据偏离ＭＰ律的程度变大；（２）Ｊ２ 变小，
说明第二组数据的单环平均半径变小，特征值向中
心分散；（３）Ｊ３变大，环内的特征值分布更分散。在
实际应用时，适当选择滑动时间窗，实时计算３个评
估判据指标，得到３条指标曲线，则可以根据曲线的
波动情况对设备状态进行评估。
５　 电网运行状态评估

评估电网运行状态一般需要依赖电网拓扑结
构，但随着电网规模越来越大，拓扑结构变得越来
越复杂，建模分析难度也随之增大。可以对电网节
点电压数据构建高维矩阵，通过分析矩阵性质从而
评估电网运行状态，从而实现依赖于电网拓扑结构
的状态评估，文献［２６］也进行了类似探索研究。采
用Ｐｏｗｅｒ Ｓｙｓｔｅｍ Ｔｏｏｌｂｏｘ（ＰＳＴ）仿真工具，针对图４
所示的新英格兰１０机３９节点典型电力系统，对基
于高维随机矩阵理论的电网运行异常状态评估方
法进行了仿真验证。仿真时间步进设置为０．０１ ｓ，
仿真时长设置为２ ｓ，假设在第１．８ ｓ时，线路３－４发
生对地三相短路故障，随后故障恢复，１．８５ ｓ时清除
近端故障告警，１．９ ｓ时清除远端故障告警，相关断
路器先后合闸，母线节点电压仿真结果如图５所示。

由图５可知，在１．８５ ｓ故障发生时，各母线电压
出现了不同程度跌落，３号母线电压跌落至零，距离
３号母线越远，电压跌落程度越小。用高维随机矩
阵的方法识别本次故障，第一组数据取第１ ｓ内的
运行结果，第二组数据取第２ ｓ内的运行结果。参
照式（８），构建３９行１００列的矩阵，计算结果如图６
所示，定量评估判据指标计算结果如表２所示。
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图４　 新英格兰１０机３９节点系统
Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ＮｅｗＥｎｇｌａｎｄ １０ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ３９ｂｕｓ ｓｙｓｔｅｍ

图５　 节点电压仿真结果
Ｆｉｇ．５　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｂｕｓ ｖｏｌｔａｇｅ

图６　 高维随机矩阵处理所得结果
Ｆｉｇ．６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｆｔｅｒ ｈａｎｄｌｉｎｇ ｗｉｔｈ
ｌａｒｇｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｒａｎｄｏｍ ｍａｔｒｉｃｅｓ

表２　 评估判据指标计算结果
Ｔａｂ．２ Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

判据 第一组数据 第二组数据
Ｊ１ ０．５０２ １ ２．１９２ ５

Ｊ２ ０．９０２ ０ ０．７４９ ８

Ｊ３ ０．１５７ ４ ０．６３２ ２

　 　 从仿真结果可以看出，与应用于电力设备状态
评估的结果类似，当电网发生故障时，矩阵谱分布

偏离ＭＰ律和单环律，与电网正常状态时的计算结
果相比，有明显差异。对于图６中的第二组数据计
算结果而言，图６（ａ）在１５处出现异常特征值，图６
（ｂ）的特征值分布超出圆环范围。
６　 结语

文中提炼了高维随机矩阵应用条件，即在系统
正常稳定时，其表征系统状态的可测参量本身或经
处理后是平稳随机变量。总结了高维随机矩阵应
用方法，着重讨论了单环定理实现步骤，其关键是
第２步和第３步。列举了两个应用实例，仿真结果
表明，应用高维随机矩阵的方法，可以识别设备或
系统状态变化。本文对将高维随机矩阵应用于评
估系统状态的研究者具有参考价值。
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ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｙｐｉｃａｌ ｆａｕｌｔ ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｅｘｐｏｕｎｄｅｄ ｉｎ ｄｅｔａｉｌ． Ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ ５００ ｋＶ ＵＰＦＣ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｔｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈｅｒ ｖｏｌｔａｇｅ ｌｅｖｅｌｓ ｉｎ ｆｕｔｕｒｅ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：ｕｎｉｆｉｅｄ ｐｏｗｅｒ ｆｌｏｗ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ；ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；ｐｒｏｔｅｃｔｉｏｎ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ；ａｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ
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